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摘要 : 研究 了 一 类 包含 Smarandache 本 数 与 Euler 本 数 的 经 典 本 数 方程 的 可 解 性 问题 , 利用 初等 数论 和 分 析 的 方 
法 ,讨论 了 这 类 条 件 方 程 在 指数 为 奇数 时 解 的 情况 , 得 到 了 一 些 有 趣 的 结果 . 
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著名 的 Smarandache 本 数 (2z) 定义 为 : 存在 最 小 正 整 数 交 , 使 得 ”| 2 上 易 知 
(2) 一 min(m: MEN， 7 | 7 
许多 学 者 对 包含 Smarandache 范 数 (2z) 与 Euler 本 数 的 方程 


SC ) 一 PC (1) 
进行 了 深入 的 研究 六 ， 得 到 了 一 些 漂亮 的 结果 . 


性 质 1[61 若 正 整数 72 的 标准 分 解 式 为 70 一 力 1 轧 2 0 则 
sa) 一 mmax( sp )，sCb2 )， SC2)) 
性 质 257 若 2 十 为 素数 ， 则 当 1 妥 和 甩 (十 (十 十 1) 时 , 可 得 


SOTOD 一 人 本 Fo) 


-4 | 表示 对 实数 4 取 整 
其 中 | 二 9 二 | 委 示 对 实数 让。 二 1 取 整 . 


性 质 3 对 素数 和 正 整 数 A 有 xs( 访 ) 和 受 人 2. 特别 地 , 当 二 避 时 ,有 sx( 太 ) 一 和， 

对 于 画 数 方程 (1) 中 的 指数 &, 文献 L[6] 得 出 :& 王 1 时 , 方程 (1) 仅 有 解 2 王 1,8,9,12,18. 文献 L8] 证 
明了 & 王 2,3,4 时 解 的 情况 . 文献 L7] 对 指数 为 偶数 时 的 情况 进行 了 分 类 讨论 , 得 到了 其 对 应 的 解 的 具体 
形式 ,给 出 了 几 个 有 趣 的 结果 :. 这 个 问题 吸引 了 作者 的 思考 ， 本 文 利用 文献 L7] 的 方法 对 指数 上 为 奇数 时 的 
各 类 情况 进行 了 讨论 ,， 即 讨论 了 条 件 方 程 


2AT1 E 


SC(71 一 PC7) (2) 
解 的 情况 , 给 出 了 其 满足 特定 条 件 的 一 些 解 与 非 解 的 具体 形式 . 


定理 1 对 于 任意 的 正 整 数 上 ,， 当 4 十 3 为 素数 时 ,方程 (2) 有 解 凡 一 (4 十 3)” 和 7 一 2(048 十 3)2. 
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定理 2 ” 若 = 47 十 3 为 素数 ,2 ENi, 二 7, 当 十 2 也 是 素数 时 , 则 7 一 大 (2 十 2) 和 7 一 272(2 
十 2), 及 72=DCpT+2) 和 72=20(2 十 2): 均 不 是 方程 (2) 的 解 ， 其 中 


天 全 3)(P 十 2) 


定理 3 若 = 8 十 1 为 素数 , ENi， pp 二 17, 当 十 2 是 素数 时 , 则 ”一 庆 (2 十 2) 和 7 一 222(7 
十 2), 及 2 =DCp+2) 和 72=20(2 十 2): 都 不 是 方程 (2) 的 解 ， 其 中 


了 人 1)(CP 十 2) 


定理 工 的 证 明 “对 于 任意 的 正 整数 上 , 若 4 十 3 为 素数 , 当 ?” 一 (4& 十 3) 时 , 则 易 知 
有 0 二 的 4 
由 性 质 3 可 得 
SO ) 一 SCC4R 十 3) ) 一 (4 十 2)(C4R 十 3) 
而 我 们 知道 


p(0D) 一 CC 十 3)2) 一 (4 十 2)(C4& 十 3) 

因此 , 当 4 十 3 为 素数 时 , ”= (4 十 3)? 是 方程 CO2 ) 一 p(02) 的 解 . 

当 )7 = 2(4& 十 3)2 时 , 同 理 可 知 

5(0021) 一 (CC2C4R 十 3))2) 一 maxf(s(22 )，yCC4R 十 3) 2 ) ) 一 
SCC4R 十 3) 22) 一 (4 十 2)(C4R 十 3) 

因此 , 当 4& 十 3 为 素数 时 ,三 2(4& 十 3) 也 是 方程 xz) = p(2) 的 解 . 

定理 2 的 证 明 “” 当 7 = 妆 ( 十 2) 时 ,根据 Smarandache 函数 的 性 质 可 得 

5 ) 一 Sb ( 力 十 2))21) 一 maxf(sCp2 ) CCD 十 2)21)) 

由 4& 一 (2 一 3)(2 十 2) 二 2 十 1),， 根据 性 质 2， 可知 


0 多 十 2 和 (一 3)(p 十 2) 十 2 
SCD“”) ( (全 十 2 本 |(@ 3)( 十 2) 十 2) | 广汉 | 
(0 一 3)(C 十 1) 十 (一 3) 十 2 的 
| 站 ])z= 
{((b 一 3)(p 十 2) 十 2) 一 (一 3) 一 1)5 一 [一 3)( 十 1) 十 1 
而 
六 一 本 人 3)(p 十 2) 一 (十 2)C 十 3) 
则 
2 、 和 欢 十 工 | 
SC( 才 十 2)28) 一 12 十 1 区 2 二 
| 二 3)C 二 2) 二 1 
“5 一 3)(p 十 2) 十 1 E 忆 忆 ja 
旋 十 3 | 
11 二 | 
4 亏 (P 一 3)(P 十 2) 十 1 E 忆 忆 2 2 e+ra= 
力 桔 :53 | 
1 1 本 
元 2 一 3)(P 十 2) 十 1 | 却 C2 3) 1| je+2 = 
[ 记 Gz 3)(CD 十 2 DTI+1lce+2 一 [二 3)(8 十 1 十 2 | (2 十 2 
这 里 我 们 构造 函数 


马 动 芋 忆 二 二 3 从 1 和 2 [二 3)(Cz 十 1) ?|c F 2) 0 
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易 求 得 


(Zr) : 工 4 并 


而 当 冯 区 有时， 
FPCz)>F5)= 一 17> 人 0 
因此 Fz) 在 [5, 十 ce] 上 严格 单调 递增 . 由 于 /5) = 9 二 0, 则 在 [55, 十 <e] 上 恒 有 FAGz) 之 0. 故此 时 可 得 


[人 攻 一 3)(Cz 二 1) 2]c F 2) 


即 当 ~5 时 ， 
(put2) > 之 SC 十 2)281) 
那么 


SO2) 一 SO) 一 [一 3)(C 二 1 十 1]2 
而 当 )7” 三 袜 (2 十 2) 时 ， 
PC2) 一 ON CD 十 2)) 一 (六 一 1)( 十 1) 
显然 , (CO2) 夭 p(02)， 所 以 2 三 庆 ( 十 2) 不 是 2 人) = p0O2) 的 解 . 
对 于 第 二 类 情况 , 当 ”= 2 思 ( 十 2) 时 , 同 理 可 知 
人 全 人 光 王八 国 办 和 古 和 
max{s(221) CD ) CCD 十 2) 和 1)) 一 
SCbt2) 一 [一 3)( 十 1) 十 1]2 


PC2) 一 0(C2 (CD 十 2)) 王 (2 一 1 一 1)DC 二 1) = 一 1)2( 十 1) 


S(722441 ) 天 p(C72) 
从 而 可 知 ” = 2 三 (十 2) 也 不 是 方程 :2 ) = 202) 的 解 . 
同 理 可 证 ”= 如 (十 2) 和 ?72 = 22( 十 2) 都 不 是 方程 so) = p(2) 的 解 . 
定理 3 的 证 明 ” 当 ?” 王 亡 ( 十 2) 时 , 由 本 数 性 质 可 知 
SO ) 一 SC (7D 十 2))20) 二 max 人 (sp ) CCD 十 2)21))》 
此 时 


中 一 (5 一 1 十 2) 4 元 (b 1)( 十 2) 一 pp 十 1) 
根据 性 质 2， 可 得 


SCpo2) 一 (外 十 2 一 [全 |)a 择 


1 1 
人 区 : | 攻 
(〈 十 ]1) 


『 
| 
攻 1)(D 十 2) 十 2 | 


( 却 @ DC 十 2 十 2 序 (b D+1])p= (二 DC+D+1)z 


和 三 ( 1 十 2) 一 (十 2)(C 十 3) 


CC 二 252 一 人 下 H1 [2 2) 一 
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f 1 
1 工人 | 本 人 全 
有 


(一 1 十 3) 下 人 1) 十 1 
力 十 3 


| er 一 


f1 工 
玫 ( 刀 1)(p 十 2) 十 1 E 


开 ( 1 十 2 十 1 工人 1) 1] je+2 = 全 (2 1)Cp 十 1 3 (2 十 2 
PCz) =| 序 G 1DCz 二 1 1 攻 1DCz 十 1D ?|]c F2) 一 
让 
4 网 渡 兄 
可 求 得 
(zz) 区 一 六 


和 车 一 0 
因此 ,可 推出 Az) 在 [4, 十 se] 上 严格 单调 递增 . 再 由 /4) 三 亏 二 0 可 知 ， Fz)0 在 [4, 十 ce] 上 恒 成 
立 . 故 有 


[cc 人 由 [二 秽 区 二 汪汪 汉 ?|]c F2) 
从 而 当 媚 二 4 时 ， 
SCpeet2) > SC( 访 十 2)2) 
这 时 可 知 


SCzaaet) 一 SCpet2) 一 | 记 ( DC 二 DID 1] 


而 当 ”= 22(2 十 2) 时 ， 
0 一 0 大 (十 2)) 一 (一 1)0( 十 1) 
故 7 三 万 ( 十 2) 不 是 方程 yz) = p(2) 的 解 . 
对 于 7 = 22( 十 2) 时 ,可知 
让 


SC ) 一 [ 记 DCp+D+1]e 


PC2) 一 0(C2] 六 (十 2)) 王 (2 一 1 一 1)DC 二 1) 三 ( 人 一 1)2(D 十 1) 
因此 
SG ) 天 DC2) 
即 ? 王 2 三 (十 2) 不 是 方程 oz) = pz) 的 解 . 
同 理 可 证 ”= 训 ( 十 2) 和 ?72 =22( 十 2) 都 不 是 方程 yz) = p(2) 的 解 . 
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On the Solvability Problem of a Class of Condition 


Equations Involving the Smarandache Function 


CHEN Bin 


College of Mathematics and Jnformation sciences ，Weinan Normal University ，Weinan Shaanxi 714099 ，China 


Abstract: In this paper，the solvability problem of a class of classic function eduations involving the Smar- 
randache function and the Euler function is studied。，Under the condition that the index is an odd number， 
the solutions of the condition function equations are discussed by using the elementary numpber theory and 
the analysis methods. As a result，some interesting results are obtained which may enrich and improve this 
problem of the Smarandache function， 
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